— 2 L
o ‘OP‘ (C0528+c032y—ZECosBIZbosyECOSo():RQZ -

—2
= RQ @
cos? B+cos? y-2[tosPtosytosa

op

Esta es la ecuacion del lugar geométrico buscado donde B es el angulo formado entre OP y €,

y y el angulo comprendido entre oP y €,. Se trata por tanto de una circunferencia con centro en 0.

Podemos simplificar la expresién encontrada para su radio pues basta considerar que a = 3 + vy
segun que P esté en el sector de angulo a (figura 2) o en el sector de angulo T=a (figura 1).
Haciendo operaciones resulta:
COSZB + coszy— 2-cos(B)-cos(y)-cos(a) =
cos’B + cos’y — 2.cos”B-cos’y + cos(B)-cos(y)-sen(B)-sen(y) =
= cosZB-senzy + coszy-senZBt cos(B)-cos(y)-sen(B)-sen(y) = senZ(Bty) = sen’a
R—Qz

sen-a

—2
con lo que la ecuacién (1) queda de la forma: ‘OP‘ = y por tanto se trata de la circunferencia

de centro O y radio
na

Figura 2.

b) Respecto del sistema de referencia {O,€,,€,} las componentes (x,y) de P son las
proyecciones OR = 65[@1 y &Q = @@2, respectivamente, por tanto la condicion dada es:

|xé1 - yé2| =RQ - x?+y?—2xycos(a) = RQ (2)
c) Sia= g el sistema de referencia {O, €,,€,} es cartesiano y como cosg =0 la ecuacion (2)

queda de la forma: X2 + y2 = RQ que respecto de un sistema de referencia cartesiano es la ecuacion

de una circunferencia, en este caso de centro O y radio RQ.

15.11.- Se dan las rectas:
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r:. x+y—-2=0
r, x+2y-3=0
r: 3x+y—-4=0
Hallar los vértices A, B y C de un triangulo sabiendo que el radio de la circunferencia circunscrita
es 2 y que r, es la mediatriz de ﬁ, r, es la mediatriz de %, y r3 la de CA. ¢ Cuantas soluciones
hay?. Hallarlas todas. (Andalucia, 2002)

Solucién:

En primer lugar tengamos en cuenta que si el triangulo de vértices {A,B,C} es solucion del
problema y oo es la simetria de centro el cincuncentro O, entonces el tridngulo {oo(A),00(B),00(C)}
también es soluciéon pues ry, 1, y r; también seran mediatrices de los lados homélogos, por tanto el
problema tiene al menos dos soluciones. Para encontrarlas utilizaremos la teoria vectorial pues
simplifica las ecuaciones y evita errores en los calculos.

Sean A, B, y C los trés vértices del tridngulo, U, Vyw tres vectores ortogonales a rq, I, y I3
respectivamente y O el centro de la circunferencia circunscrita de radio p. Entonces se cumplen las
siguientes igualdades:

c s o
A+al =B (2

B+ pv=C (3)
C+yw =A (4)

OB =p (5)

OC|=p (6)

para ciertos escalares a, By .

Sumando (2), (3) y (4) se deduce: au + BV + yw = 0, por lo que los pardmetros a y B estan
ligados mutuamente mediante el parametro y. Asi las ecuaciones resultantes quedan de la forma:

au +Bv + yw = 0 (7)

foA] =+

— — 2 = =2 o =,
HOA+auH=p =N HOA+GUH =(OA +ai)(0OA +ai)= HOAH +o?[u|"+ 200 -0A =p (5)

R sas] 0 = [Oh o8 =[O+ "+ 205 08 4255 05

+2aBu-v=p" (6)
Sustituyendo (1) en (5) y (6’) las ecuaciones se simplifican; al tiempo eliminamos el parametro y
de (7):

a(uxw) +B(vxw)=0
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afg|*+26-0A =0 (57) = [ |¥*@-0A)@xw)+ [’ (v-0A)(Vxw)=
B[V|*+2V-OA +2aii-v =0 (6" = = 2(0-OA )T -V)(VXW) (8)
—2
oAl =t
donde para el célculo de los productos vectoriales podemos suponer que R es el plano z = 0 de R®.
A partir de las ecuaciones de ry, I, y r3 Se obtienen de forma inmediata los vectores ortogonales
u=(11),v=@12yw =(3,1). Elcircuncentro es el punto O = (1,1) y el radio p = 2, por lo que
denotando las coordenadas del punto A como (aj,a) las ecuaciones (8) y (9) quedan de la forma:
-10[(a: - 1) + (a2 - 1)] - 10[(ay — 1) + 2(az — 1)] = -30[(as — 1) + (az — 1)]
(@ -1+ (@~ 1) =4

cuyas soluciones son a; =1y a, =3 0 -1. Por lo que las dos Unicas ternas de soluciones posibles
son:

A=(1,3) B=(11) C =(-1/5,13/5)

A=(01,-1) B =31 C’ = (11/5,-3/5)
obtenidas para los valores de los parametros a =-2, 3 =4/5,a’ =2y ' =-4/5 segun (5”) y (6").

En suma, respondiendo a la pregunta del enunciado, el problema tiene dos Unicas soluciones

gue son las indicadas, y los tridngulos que son solucion son homélogos mediante la simetria de
centro O.
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