TEMA 1
NUMEROS NATURALES. SISTEMAS DE NUMERACION

1. El conjunto de los nimeros naturales.
1.1. Introduccién.
1.2. Definicién y propiedades.
2. Operaciones en el conjunto de los nUmeros naturales
2.1. Adicion de numeros naturales. Propiedades.

2.2. Multiplicacion de numeros naturales. Propiedad es.
3. Ordenen N

3.1. Orden total en N.

3.2. Buena ordenacion de N.

3.3. Orden estricto en N.

4. Sistemas de numeracion.
4.1. Division.
4.2. Teorema fundamental de la numeracion.
4.3. Propiedades de la numeracion.
4.4, Cambio de un sistema de numeracion a otro.
4.4.1. Paso de sistema en base n a sistema decimal.
4.4.2. Paso de sistema decimal a sistema en base n
4.5. Operaciones en una base cualquiera.
4.5.1. Adicion.
4.5.2. Sustraccion.
4.5.3. Multiplicacion.
4.5.4. Division.



1. El conjunto de los nimeros naturales.

1.1. Introduccion.

La construccién del conjunto de los nUmeros natu rales se puede hacer:

a) A partir de la teoria de conjuntos, definiendo el ¢ oncepto de numeral.

b) Desde un punto de vista axiomatico, esto es, establ eciendo un namero de
axiomas, y a partir de ellos probar una serie de te oremas que no son
otra cosa que sus propiedades (método seguido por P eano y Hilbert).

c) A través del calculo de clases de equivalencia obte nidas por la relaciéon
de coordinabilidad entre conjuntos (método iniciado por Cantor, Frege y
perfeccionado por Russell).

Seguiremos el primer camino pues no exige ningun tipo de axiomas salvo
los propios de la teoria de conjuntos y permite la demostracion de todas
las propiedades de los nimeros naturales de una man era sencilla y original

como el método b).

1.2. Definicién y propiedades.

Definicion 1.2.1.
Dado un universo U, se llama numeral de U a todo subconjunto V de U que

verifique las siguientes condiciones:

1. 00OV
2x 0OV =x O{x 0OV
Denotaremos X’ =x [O{x}y lo designaremos como “siguiente de X"
La clase C de los numerales (que existe por el a xioma de clasificacion)
de un universo U, es no vacia, puesto que el propio U es un numeral.

Llamaremos N = nC alainterseccién de todos los numerales.
N verifica las siguientes propiedades:

N) O ON

N,) Si x O N entoncesx O{x}=x O N

N;) SiM O N satisface N ;) yN ;) entonces M = N. Principio de induccién.
Las propiedades N 1) Y N ) son inmediatas, N 3) es también directa. En

efecto, sea M O N verificando N 1) Y N ), entonces M es un numeral, es decir

M OCIluego nC OM, esto es, N OMyasiM= N.

Definicién 1.2.2.
Llamamos nimeros naturales a los elementos de N.

Como O O N, 0O es un nimero natural al que llamaremos “cero” y

denotaremos [ = 0; también { 0} O N, que llamaremos “uno” y denotaremos
{0} = 1. Decimos que 1 es el siguiente de 0, en el sentido de que
0= 0 0O{0}={ 0O} Continuando de este modo 1 O {1} ={ Oy o Op-=
={0} 0O{1}={0,1} =2,3 ={0,1,2}, ... . Evidentemente {0,1,2,...} = N,



pues si llamamos M ={0,1,2,...} tenemos M O N y M verifica N 1) YN ), luego
M= N
Proposicién 1.2.1. Propiedades de N.
a) On ONDIM ao
b) Sim,n O N,conm [n, entonces m On
c)Sim’ O n’, entonces m On
dym=n’ = m=n
Demostracion:
a) n=n 0O{n} # 0O yaque tiene al menos un elemento n, luego n’ go
b) Consideramos M = {n ON/m On = m 0On}. Entonces M O N. Veamos que
verifica N 1)YN ) conloqueseraM = Ny quedara demostrado.

N;) O O M pues la hipotesis m

N,) Supongamos que n 00 My veamos que n'=n O {n} O M. Para ello se
ha de probar que si m O n’ entonces m O n'. En efecto, sea m 0 n'=
=n 0O{n}, entonces m Onédm=n.Sim O n, entonces:
mOn On O{n}=n

Sim =n, entonces m = n On 0O {n}=n". Luego en ambos casos m
n'.

c) m=m O{m} On=n 0O{n} Tenemos m Om’ On’, estoes, m On'delo
cual se sigue m Ondédm=n.
Sim 0O n entonces m O n. Si m = n, entonces m O n. En todo caso,
m 0 n.

d) Sim=n, entonces m O{m}=n O {n}, esto es, m'=n’.
Si m'= n’, entonces por c¢), m’ O n’ implica m Onyn 0Om implica
n Om,luego m=n.

N 1),N ,),N 3),a)yd)son los llamados axiomas de Peano

Denotaremos como N al conjunto N-{0}.
Proposicién 1.2.2.
On O N n

Demostracion:

zZn

Hacemos uso del principio de induccion. Consider
M={n 0O N/n
O M por la propiedad a).

#n'}
Vemos que M O NyoO

Supongamos n 0 M; entonces:

’

n #Zn =n #(n’) pord)y porlotanton

Proposicién 1.2.3.
On ON
Demostracion:

Sea M = {0}

Om ON/n=m

O{n ON /Om ON/n=m}

O O es yade por si imposible.

amos el conjunto:

OMconloqueM =



0 0O M, es obvio. Sea m O M, entonces m O Ny por la propiedad N ») también
m’0d N, ademas por la propiedad a) se tiene que m’ #Z0y portanto M = N.

Esto es, todo numero natural distinto de 0 es el siguiente de otro
ndmero natural.

2. Operaciones en el conjunto de los nimeros natura les.

2.1. Adicion de numeros naturales. Propiedades.

Sea la aplicacion f: N x N - N tal que para todo par
(x,y) O N xN - f(xy) O N, verificando:
(1) f(x,0) = x Ox ON
(2) f(xy) = [fxy) I'  Oxy ON

Veamos que esta aplicacién existe y es Unica.
a) Existencia.
Consideramos el conjunto M definido por:
M = {x O N/ Of «{x} x N - Nque cumple:

f «(X,0) = X
f x(%y) = (fxxy) I Oy ON
0 0O M pues basta definir f o: {0} x N - N tal que f o(0y) =y Oy ON
con lo que cumple las condiciones exigidas:
f 0(0,0)=0
f o0y) =y = [(foOy) ' Oy ON
Supongamos ahora x 0 M, esto es, existe f « X} x N - Nyverificando:
f «(X,0) = x
f x(%y") = (fxxy) T
Veamos que X’ O M. Definimos la aplicacion:
f w  {X} xN - N tal que:
f x (X.y) = (Fxxy) T
Entonces:
f x (X0 = [f«x0) I'=x
f x (X)) = (Fxxy)  I'= [y I'=s [feXy) T
Luego x’ 0O My por tanto M = N.
Como esto se verifica para cada x O N, siempre existe f « X} x N - N
para todo x 0 Ny podemos garantizar que existe f: N x N - Ndefinida como
f(x,y) =f x(X,Y) Oxy 0O N
b) Unicidad.
Consideramos que existen dos aplicaciones fy g ambasde N x N - Nque

satisfacen las condiciones (1) y (2).
Para cada x O Ndefinimos el conjunto M x={y O N/f(xy)=gy)}
0 0O M, , puesto que f(x,0) = x = g(x,0)
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Supongamos y O My entonces: f(x,y’) = [fx,y) 1= [axy) 1 =9(xY)
luegoy’ [ M, yresultaM «x= N

Como este razonamiento es valido para cada x O N podemos concluir que
f(x,y) = g(x,y) Ox,y 0O N,estoes, f=g.

A esta aplicacion Unica se la conoce con el nomb re de adicibn o sumade
nameros naturales y se simboliza con el signo “+”.

Asi pues se puede definir la adicion de numeros naturales como una
aplicacion N x N - N tal que para cada par de numeros naturales (x,y)

existe un Unico ndmero x + y tal que:
D x+0=x
@) x+y=(x+y)y

Proposicién 2.1.1.

Con esta definicion se verifica:
a) Ox ON x+1=%
Demostracion:
X+1l=x+0=x+0)=xX
byx+y=0 = Xx=0ey=0
Demostracion:
=)Seay=0 x+y=x+0=x=0
Seay # 0 entonces y = 7', y se tiene:
X+y=x+2z = (x+2z) =0, contradiccion por el axioma a) de Peano.
O)x=y=0 =>x+y=0+0=0

Proposicién 2.1.2. Propiedades de la adicién.

a) Asociativa.
Paratodo a, b, c O Nse verifica:
(a+b)+c=a+(b+c)

Demostracion:

i) Sea el conjunto M = {x ON/(a+b)y+x=a+(b+x)}
0 OMyaque(a+b)+0=(a+b)=a+(b+0)
i)Sea ahora un nimero z OM, entonces: (a+b)+z=a+(b+2)
Veamos que z’ 0 M.
(@a+b)+z =(a+b)+z)=(a+(b+2) 'zat(b+2)=
=a+(b+2)
Por el axioma N 3 de Peano M = N y por tanto el conjunto de los nimeros

naturales satisface la propiedad asociativa.
b) Existencia de elemento neutro.
Ox ON x+0=0+x=x
Demostracion: Aplicamos el axioma de induccién.
Definimos M = {x ON/x+0=0+x}
)0 0 M de forma evidente.
ii)Sea x O M, entoncesx +0 =0 + x.
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