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TEMA 22
FUNCIONES EXPONENCIALES Y LOGARITMICAS.
SITUACIONES REALES EN LAS QUE APARECEN

La funcion exponencial de variable real.

La funcién exponencial de base e.

La funcién logaritmica de base e.

Funciones exponencial y logaritmica en una base cua Iquiera.
Situaciones reales en las que aparecen.
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1. La funcién exponencial de variable real.

Demostraremos en esta seccion que toda funcion c ontinua y real de
variable real f, que verifigue la propiedad: f(x+y) = f(x)-f(y), es una
funcién exponencial, esto es, verifica también las propiedades conocidas de
las potencias con exponente natural y ademas que, ¢ aso de existir tal
funcion, es Unica. Demostraremos en primer lugar la unicidad ya que las
diferentes definiciones que se den de la funcién ex ponencial sélo tienen

sentido si definen la “misma funcion” exponencial.

Definicién 1.1.

Sea a 0 R Se llama funcién exponenci al de base a y variable real, a
toda funcién continua f .. R - R que verifica las propiedades:
)] fa(l)=a

i) fa(xty) =f 2 aly)

Veamos que esta definicion tiene sentido, esto e s, que sOlo puede
existir una Unica funcién que cumpla las condicione s del enunciado. Pero
antes aclararemos que, de existir tal funcion, la i magen de f , esta

contenida en R* y en consecuencia también la base a es positiva.

Proposicion 1.1.

Seaf ,una funcién exponencial de base a, entonces:
Ox OR: fax) OR
Demostracion:

Seax [OR. Entonces:
2
X X X X X
n =5+ 3) = n3l3) = [e5)] =0

Corolario 1.1.

La base a es positiva.

Observacion 1.1.

Aunque puede ser a = 0 s6lo consideramos bases a >0yaquesia=0

entonces Ox ORf ,(x)=f L(x-1+1)=f x-1)f () =0yf 2 Seria la funcion

nula.
Proposiciéon 1.2. Unicidad
Si existe, la funcion exponencial de base a es U nica y verifica las

siguientes propiedades.
a) az0 =f ,0)=1,f x)>0 Ox OR
b) fan)=a " 0OnON
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c) fa(m)= a‘im O0mQOz

= %a™ OnON, OmON

o
=
—
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f a(mj— ! gnoN, omoz

Demostracion:
Demostraremos en primer lugar que la exponencial de base a cumple las
propiedades indicadas y después demostraremos la un icidad.
a) a=f ()=f LA+0)=f LO)f (0)=af .0 =fa0)=1
Seax [Rtalquef a(X) = 0, entonces:
a=f ,1)=f L(1-x+x)=f a(1-x)-f  a(x) =0, absurdo.
b) Lo haremos por induccion.
Seaf 4, R - R continuay que verifica las propiedades i) y ii) d ela
definicion 1.1. Entonces tenemos:
fa0)=1=a %y se cumple para n = 0.

Supongamos se verifique para un n 0N, entonces:
fan+l) =f ,(n)f (1)=a "a=a "
Por tanto se cumple para todo n ON.

a) Seam[Z entonces-m [Ny se tiene que:

1
1=f 40)=f a(m+(m))=f (m)f (m)=f ,(m)a ™ =f 4(m)= am

d) Sea m OQconn [ON y m ON, entonces:

n
n n m
|:fa(mji| :fa(m+... +£1j = fa(m):a m _ f a(_j - nam
n n n n
m . .
Sea —0OQconn [ON ym [0OZ, entonces:
n
m\ " 1 m 1
Hﬁﬂ - tum = 25 = () -

Veamos la unicidad. Sean f y g dos funciones exp onenciales de base a,
continuas; entonces por el apartado d) ambas coinci den en todo Q esto es,
f(a) = g(a) OgOQ.

Se sabe que si dos funciones reales y continuas de variable real
coinciden en todo Qtambién coinciden en todo R.

En efecto, sea x OR, por ser Rcompleto  [q ,) OQtal que lim g, =x. Porlo

n - o
dicho anteriormente f(q n) =0(q ) OnONy por continuidad de las funciones f
y g se tiene f(x) = lim f(q,) = lim g(d,) =9(x)
n - oo n - o
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con lo que queda demostrada la proposicion.

Definicién 1.2.

Denotaremos a la imagen de la funcion exponencia

ocomoa *y seledenomina pot enci a de a de

Proposiciéon 1.3.

Las potencias de exponente real cumplen las sigu
a) 0JadR" 0Ox,y OR a
b) Oab OR" OxOR: (a-b)

XY = g X.gqV

X =g X.p X

X X
c) DaOR ObOR-{0} OxOR (%) =z_x

d) 0JadR-{0} OxOR a ™ = ix
a
e) DaR" [Dxy OR (@ *)Y=a*¥

Demostracion:
Haremos uso de las propiedades de las potencias
a) Es evidente en base a la definicion de funcién expo

b) Veamos que se cumple para todo g

m
(a-b) 9=(a-b) n= Q/(a-b)m = \/am-bm = Ya™ ¥b™ y andlogamente sim

0Q.Seaq=

| en base a como exp a(X)

exponente Xx.

ientes propiedades:

con exponente natural.
nencial.

m, m ON,n ON’, tenemos:
n

0z yn ON.

Sea X ORy (g ) OQ tal que lim g, = x.Entonces:
n - oo
f:b)* = lim (ab)® = lim (a%.b%™ ) = m a™.lim b = a*.b*
n- o n - oo n-oo n - oo
X X X X
C) (3) b* = (ibj = a¥ > (2) = a_ (b ¢O)
b b b b*
d l1=a %°=a* =aXa* =a* = LX (@ #0)
a
e) Veamos que se cumple para todo q,q 0Q Para no extendernos
. , m m ,
excesivamente demostraremos sélo el caso q = —,q = T conmm’ [Ny
n

n,n’ ON'.

@®) Q’:[a:]: = [Ja_’“}m - W WG = namE < ant = ao

Sean x = lim q,,y= lim d,,(@ »),(9 ») OQ Entonces:
n - oo n - oo
P pm fgx [0 i L an 1" : an [@n : an.d Xy
a = lim [a = lim |lim a®n = lim |a"n = lim a"nm"n = a™’,
n - o n-ofnN-o n-o n-o
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por ser la funcién x 9 continua y ser lim (qn Od n) = x Oy.
n - oo

Proposicién 1.4.

Si a > 1 la funcién exponencial es estrictamente crecientey sia<1
estrictamente decreciente.

Demostracion:

Supongamos a > 1. Si p y q son dos niumeros racio nales tales que p < q,
entoncesa P < a9 En efecto: p<q =qg-p>0 = a % > 1 porsera P raiz
de un radicando estrictamente superior a 1.

Sean x,y 0 Rtales que x < y. Entonces existen p,q OQ(( g »n OQ
tales que: lim p, =x1lim g, =y, prn<x<p<g<y<g » OnON'.
n — o n - oo
Por tanto se tiene que: aPfh < aP < a% <a% OnON y de aqui tomando

limites: a *<aP<al%c<aV.

De forma analoga se demuestra el caso a < 1.

Proposicién 1.5.

La funcidn exponencial es biyectiva.
Demostracion:

Es inyectiva por serlo toda funcion mono6tona con tinua. Veamos que
también es suprayectiva. Supongamos a > 1 y sean X O R-{0},b=a1>0.
Entonces por la propiedad arquimediana de R, OnON /nb>xynb> %
Para este n se tiene: n 2lya "=1+b) "=1+nb+.-->nb

Por tanto: a ">xya n>$,estoes,a M <x<a "

Por la propiedad Darboux Oy OR/x=a ¥ con lo que queda demostrado para

elcasoa> 1.
El caso a < 1 se demuestra de manera analoga.

Corolario 1.2.

Sia  #1lafuncién exponencial tiene inversa.

2. La funcién exponencial de base e.

Existen varios métodos para encontrar la funcion exponencial en base e.
los métodos constructivos se basan en los resultado s de la proposicién 1.2
pero no ofrecen una férmula o expresion algebraica que permita determinar
el valor de la funcion cuando el exponente es irrac ional. En los demas
casos si que se da una férmula, por ejemplo definié ndola como:

n
e* = lim (1 + éj
n-o n
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