TEMA 34
ANALISIS Y FORMALIZACION DE LOS CONCEPTOS
GEOMETRICOS INTUITIVOS: INCIDENCIA, PARALELISMO,
PERPENDICULARIDAD, ANGULO, ETCETERA.

El plano afin. Incidencia y paralelismo.

Orden y distancia entre los puntos del plano.

Perpendicularidad.

Angulos.

Relacién entre las definiciones axioméatica y vector ial.
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1. El plano afin. Incidencia y paralelismo.

Definiciéon 1.1.

Sea P un conjunto no vacio llamado plano cuyos elementos se denominan
puntos y 7una coleccion de subconjuntos de P llamados rectas.
Dadas dos rectas R,S O < se dice que son paralelas siR=SO6R NS =

Se escribe R Ils.

Definicion 1.2. Axiomas de incidencia
Se dice que (P, 7)) es un plano afin si se verifican los siguientes
axiomas:
i) Hay al menos dos rectas en el plano. Cada rec ta tiene al menos dos

puntos, esto es:
ORS O «#/R #S
OR O« UOab 0OR/a #b
i) Para todo par de puntos distintos del plano existe una Unica recta
gue los contiene, es decir:
Oab 0OP/a ZDb OR 0O «¢/ab OR

La recta R se denota como <a,b>

iii) Dada una recta y un punto cualquiera, exist e una Unica recta que
pasa por dicho punto y es paralela a la anterior, e sto es:
ODa OP OR O% 0OS 0O x/a 0SS |IR
Este axioma se conoce como postulado de Euclides

Observacion 1.1.

La interseccion de dos rectas distintas es o bie n nula o bien solo
consta de un Unico punto. Esto se deduce inmediatam ente del axioma ii).
Esto conduce a la siguiente definicién:

Definicién 1.3.

Se dice que dos rectas distintas se cortan si su interseccién es no
nula. También se dice que las dos rectas son secantes.

Definicién 1.4.

Dados los puntos a 1,a 2,...,a, 0P sedice que estan alineados  si existe una

recta R tal que a nao,...,a, OR

Proposicion 1.1.

En el plano afin existen al menos tres puntos di stintos no alineados.
Demostracion:

Sean R,S O #conR #£S,ab ORcona #bycd O0Sconc  #d. Entonces

c 6 d no pertenecen a R puesto que en caso contrari o seria R = S, segun el
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axioma ii), absurdo. Podemos suponer que este punto es c, asi pues ¢ OSy
¢ [0 R. Supongamos que exista una recta T tal que a,b,c O T. Entonces

también segun el axioma ii) deberia ser T =Ry por tanto c 0 R, absurdo.

Proposicién 1.2.

Si dos rectas no son paralelas entonces su inter seccién esta formada por
un dnico punto.
Demostracion:
RS =RnS 20 = Ca ORNS

Sea b ORNS tal que b # a, entonces R = <a,b> = S, y por tanto R Ils,
absurdo.

Asi pues R nS ={a}

Observacioén 1.2.

Consecuencia inmediata de esta proposicion y de la observacion 1.1 es
que dos rectas son no paralelas si y solo si son se cantes.
Rectas secantes Re ctas paralelas
Figura 1.1.

Proposicién 1.3.

La relacion de paralelismo es una relacién de eq uivalencia en R.

Demostracion:

Las propiedades reflexiva y simétrica son trivia les en base a la
definicion 1.1.

Sean R,S,T O 2z, tales que R IISys |[T,entoncesR nT= O6hienR nT # O.
En el primer caso resulta R |IT, en el segundo existirdA un punto que
pertenece tanto a R como a T, ambas paralelas a S, por tanto, segun el
postulado de Euclides debe ser R = S, asi pues en ¢ ualquier caso es R |ls.
Segun hemos visto la relacién de paralelismo def ine una particion en el
conjunto de todas las rectas del plano, a1 |1, lo que da pie a la siguiente
definicion:

Definicién 1.5.

Cada clase de equivalencia de rectas paralelas s e denomina  direccion

Dada una direccion dyunarectaR O 9, diremos que o es la direccién de R.

Observacioén 1.3.




A partir de la proposicién 1.3 se puede redefini r el postulado de
Euclides de la siguiente forma:
Oa OP O8Oz |l Os O&/a OS

Proposicion 1.4.

En el plano afin (P, 7A) existen al menos tres direcciones distintas.

Demostracion:

Segun la proposicion 1.1 existen al menos tres p untos distintos a Lay
az no alineados, en consecuencia las tres rectas <a 1,8 2>, <a jaz>y<a jas>
son distintas y por tanto no paralelas dos a dos ya gue su interseccion es
no nula, asi pues hay al menos tres direcciones dis tintas en el plano.

Proposicién 1.5.

Sea 0 una direccién, R O < tal que R 0 6y a 0O P-R. Entonces se
verifica: Ob 0OR/<ab> 0o
Demostracion:

Segun el postulado de Euclides: Os 0Oo/a 0 S, ademas:
ROSS O08=RMS=100b ORNS
De aqui que:
a OP-R,a gs, b OR,b 0OS =a #b,ab O0S = <ab>=S O o

Seac ORtalquec zby<ac> 0O & entonces: <a,b> || <ac> = <ab>=
<a,c>=<h,c>=R O 9, absurdo. Asi pues ¢ = by el punto b es Unico.
Notacién.
Dado un punto a O P y una direccién 8, denotamos como o(a) la unica
recta del plano de direccién 0 que contiene al punto a.
Definicion 1.6.
Sean & una direccion del planoy R O % conR 0O 0&. Sellama proyeccion
sobre R con direccién 0 a la aplicacion p sr: P - Ria S b/{b}= o(a) nR.
a
(a
PoR( R

Figura 1.2. Proyeccién de un punto sobre una recta.

Proposicién 1.6.
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Sean  dunadireccion del planoy R,S 0 < conR,S 0O & Entonces la

restriccion p sris €s biyectiva. Ademas p sris =(P ssr)
Demostracion:

Sean a,b O S tales que a # by supongamos p  sr(@) = p sr(b). Entonces es
0@ nR= d8(b) nR.Sea{c}= o0(a) nR= 3&(b) nR. Ahora bien:

6(@), ob) O o c 0O d&@a),c O 8b) = da = 0dbh) = S =-<ab> O 9,
absurdo. Asi pues, si p sr(@ = p sr(b) entonces a = b, lo que prueba la
inyectividad.

Sea c O Ry la recta d(c). Consideremos el Unico punto a del plano tal
que {a} = d(c) nS. Este punto existe ya que S O d. Veamosquep sr(a)=c.
o@), o(c) 0O da 0O d@a),a O0d%c) = d@a)= d&c) =psr@= 0&@a nR= dc) nR
={c} = psr(a)=c. Asipues queda probada la sobreyectividad y al mismo

tiempoquep srs =(P ssR) .

Corolario 1.1.

Dos rectas cualesquiera del plano tienen el mism o cardinal.

2. Orden y distancia entre los puntos del plano.

Definicién 2.1.

Se llama recta ordenada a cualquier recta del plano donde se haya
definido una relacion de orden total entre sus punt 0sS.
Si “ <” denota la relacion de orden total en una recta, d enotamos como

“<” la relacion definida por:
Oab OR: a<b =a #b,a <b

A esta Ultima relacién se le llama “menor que”.

Observacion 2.1.

Se demuestra facilmente que la relacion “<” asi definida cumple todas
las propiedades de una relacion de orden estricto.
Ni que decir tiene que si a < b entonces es a < b 6 bien a = b, ya que
sia #b al sertambién a < b, segun la definicién anterior es a < b.
Esto justifica que a la relacion “ <” se la llame “menor o igual que”.
El lector puede comprobar facilmente que son cie rtas las siguientes
contradicciones, Utiles para posteriores demostraci ones:
a<bya=hb, absurdo
a<byb<a,absurdo (1)

a <byb<a, absurdo

Asi mismo se demuestra que la relacion “ 2" “mayor o igual que”,

definida por a >2b < b <aesdeorden total y se verifica:
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