TEMA 41
MOVIMIENTOS EN EL PLANO. COMPOSICION DE MOVIMIENTOS
APLICACION AL ESTUDIO DE LAS TESELACIONES DEL PLANO
FRISOS Y MOSAICOS.

Introduccion.
Movimientos en el plano.
Tipos de movimientos. Composicién de movimientos.
3.1. Traslaciones.
3.2.  Giros.
3.3.  Simetrias.
3.4. Reflexiones.
Frisos.
5.  Mosaicos.
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1. Introduccion.

Los movimientos en el plano son biyecciones que tra
del plano en otras figuras de la misma forma e igua
decir, lo que hacen es “mover” las figuras del plan

Haremos el estudio general para un plano afin eucli
evitara la manipulacién continua y siempre tediosa
estudio se puede restringir, y es equivalente, al d

R

2. Movimientos en el plano.

Definicién 2.1.

nsforman las figuras
les dimensiones, es

deo P, lo que nos
de matrices, aunque este
el plano afin euclideo

Sea P un plano euclideoy f: P - P una biyeccion. Se dice que f es

movimiento si:
Oab 0OP: d(f(a),f(b)) = d(a,b)

Al conjunto de todos los movimientos en el plano eu
designa como OA(P).

Como se puede demostrar sin ninguna dificultad (se
lector) OA(P) tiene estructura natural de grupo res
de aplicaciones.

El siguiente teorema caracteriza a los movimientos.

Proposicién 2.1.

clideo P se le

deja a cargo del
pecto de la composicién

Sea f: P - P una biyeccion. Son equivalentes:
i) f es movimiento.
ii) f es transformacion afin, y su transformacion linea | asociada
verifica:
OGvOoOP f@)ofW) =oov
iii) f es transformacion afin y f verifica:
0Daok |f@) =
iv) f es transformacion afin y si B es base ortonormal de P, entonces
f(B) es base ortonormal de P.
V) Si B es una base ortonormal la matriz de la transformac ion lineal

MB(f) es euclidea.

Demostracion:
Haremos la demostracion segun el diagrama:
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iif) < <S> V) <—>

i) = ii) Consideremos un punto a O P y la aplicacion:

a PPV o (V) =f(@f@+vV

f
Demostraremos en primer lugar que:
OGvoP f,(0)o,Vv)=0m0v (1)

Utilizaremos la igualdad siguiente:
Por tanto tendremos:

1avoR G000 = RO L6F - GO -LeF] @

y de la misma forma: v? = f,(v)?

Ademas:

f.@) - f.)f =f@+afla+v) =di@+af+v)}? =da+da+vf =(@-vf

Asi pues, la expresién (2) queda de la forma:
f (o) Of ,(v) = %[02 +v% - (U - \7)2] =0V

Veamos ahora que f, es aplicacion lineal.

Sean i,V JPy A, p O R Entonces:

a0+ w9) = ML (0) - uf, () = Fa(ha + w2 + N, (@ + 2, (o) -

- 2'?:51()‘[j + HV)A‘?a(U) - 2'?::1()‘[j + HV)HFa(V) + ZAfa(U)HFa(V) = ()\U + H\7)2 + N0% + Ll2\72 -

- 2ANAG + pv)d - 2u(\G + PV + 200V = 0 =
= fa(0 + o) - A, (@) - pf,(v) =0 = f (A0 + W) = A, (0) + pf, (V)
Luego f, es aplicacion lineal asociada a f. Ademas, como se sabe, es

Unica y no depende del punto a O P escogido, y es ademas isomorfismo.

La denotamos como  f .

i) = iii) De (1) se deduce de forma inmediata que:
0o op: @) =@ = Ve =l
i) =i) Dab OP:d(ab)=d(@a+ ab)= ”55” = Hf(a_b'l‘ = "W“ =
= df(a), f(b)

i) = iv) Es obvio.
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iv) = ii) Basta considerar que el producto escalar de d 0s vectores

a= i ag , b= i b, € en un espacio vectorial euclideo de dimension
i=1 i =1
n,donde B = (;.., &,) esbase ortonormal, es:
n n
amh = Yab 08)= D an,
ihj=1 k=1
Por tanto:
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ij=1
iv) < V) Yaque se verifica que:
Si B es base ortonormal de Py B =BIA, entonces B es base

ortonormal de P, siy solo si A es matriz euclidea.

Observacion 2.1.

Una matriz ortogonal euclidea A 0 O(n) verifica: A YA = |. Luego
tomando determinantes en ambos miembros se deduce q ue:
(detA) 2=1 = detA= +].

Esto da pie a la siguiente definicion:

Definicién 2.2.

Sea f un movimiento y MB(f) su matriz euclidea asociada respecto de una
base ortonormal B. Entonces si det MB(F) = 1 al movimiento se le llama
directo ysidet Mf)=-1, inverso.

Al conjunto de movimientos directos del plano eucli deo se le denota como
OA(P) y al conjunto de movimientos inversos como OA “(P).

Observacion 2.2.

Es facil demostrar, teniendo en cuenta que tratamos con matrices
ortogonales, que OA *(P) es un grupo y que OA “(P) no lo es, baste solamente
considerar en este caso que segun la regla de los s ignos, el producto de
dos de estos movimientos es directo.

Veamos ahora cémo son las matrices asociadas a cada uno de estos
movimientos.

Proposicion 2.2.

Seaf P - P una biyeccion. Son equivalentes:
i) f es movimiento directo.
i) f es transformacion afin y si B es base ortonormal la matriz de

respecto de B es:
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sen 6 cos O

G(8) = (

cos 6 -sen O
con -

También son equivalentes:
i) f es movimiento inverso.

i) f es transformacién afin y existe una base ortonorm al B tal que

la matriz de f respecto de B es:
= 1 0
-0 1

= i) Sea B° = (U, U,) una base ortonormal cualquiera de P, y

Demostracion:

a c ~ .
A = (b dj la matriz de O(2) que representa a f respecto de B. La

condicion A '-A = se descompone en las condiciones:
a?+b %=1 (1)
ac+bd=0 (2)
c?+d %=1 3)
De (1) se deduce que existe un 0 tal que - m< 0 £ ny
a=cos 6 b =sen 0
De (2) se deduce: c-cos 6+dsen 6=0 (4)
Y de (3) y (4) se deduce: ¢ 2=sen 20.
Por lo que se pueden dar dos casos:

a) c=-sen 0,y por (4) es d =cos 6, por tanto:
A= cos 8 -sen 6
~ (sen & cos @
b) c=sen 6, porlo que sera d = -cos 0, y la matriz A queda de la
forma:

A= cos 06 sen 6
" |sen 8 -cos 6

Como se puede comprobar facilmente los autovalores de Ason A=1y
A=-1.Si U y V son autovectores unitarios asociados a cada autova lor
entonces el sistema B = (U, \7) es base ortonormal de ya que:

p’
iv =f@of(v) =on(-v) =-0v => GV =0
f

Por tanto la matriz de respecto de B sera:
10
0 -1
Asi pues, si f es movimiento directo la matriz a sociada a f esG( 0)

puesto que el determinante de J es —1.
Al contrario sucede si f es movimiento inverso.
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