TEMA 66
DISTRIBUCIONES DE PROBABILIDAD DE VARIABLE CONTINUA
CARACTERISTICAS Y TRATAMIENTO.
LA DISTRIBUCION NORMAL. APLICACIONES.

1. Variable aleatoria continua.
1.1. Esperanza matematica.
1.2. Funcién caracteristica.
2. Distribucion normal.
2.1. Interpretacion gréfica.
2.2. Teorema central del limite. Aplicacione s.
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1. Variable aleatoria continua.

Definicién 1.1.
SeaX:( Q,.74P) - ( R . AR),P x) unav.a.con funcion de distribucion F. Se
dice que X es continua  si existe una funcion f definida en Rtal que:

X

F(x) = J-f(t)dt

— 00
La funcion f recibe el nombre de funcién de densidad de la variable
aleatoria continua X.

Al conjunto C = {x O R/ f(x) > 0} se le llama soporte de la variable
aleatoria.
Abreviadamente denotaremos una variable aleatoria c ontinua como v.a.c.

Observacion 1.1.

De la definiciébn se deduce que el calculo del valor de la funcién de
distribucion se reduce a calcular el area de una in tegral definida.
Teorema 1.1.
Sea X una v.a.c. con funcion de densidad fy fun cion de distribucion F.

Entonces se verifica:
a) F es continua
b) F'(x) =f(x)

a
c) [Ointervalo | 0 Rde extremosaybesP(X aln= .[ f(t)dt
b
c) D={x 0 R/p(x)>0}= O
Demostracion:
a), b) y ¢) son inmediatas en base a las propied ades de la integral
definida.
c) Segun la proposicién 3.1 del tema 65 Ox O R p(X)=F(X) - F(x ),
pero por ser F continua F(x) = )I/imxf Hy) =F(x °), por tanto:

Ox ORpx)=0 =D= 0O

En consecuencia toda variable aleatoria continua no es discreta.
Realmente existen variables aleatorias que no son n i continuas ni discretas
pues basta con que tengan una funcién de distribuci on continua en algun
intervalo y discontinua en algunos puntos, lo que h ara que el soporte D sea
distinto de O.

La siguiente proposicidn nos asegura que basta c on tener dada una cierta
funcién de densidad f para poner definir una variab le aleatoria que tenga

como funcién de distribucion la caracterizada por f
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Proposicién 1.1.

X
Sea f: R - Rintegrabley F: R - Rdefinida por F(x)= jf(t)dt . Entonces

F es funcion de distribucién siy solo si f es tal que:
a) Ox 0O Rf(X) >0

+0o

b) jfu)m =1

— 00

Demostracion:

=) Sea f: R - R tal que verifigue a) y b) entonces para todo x,y O R
conx <y
y X y
F(y)- F(x) = jfu)m ; jfu)m = jfu)m >0
— 00 — 00 X

luego F es creciente.

X

lm Fx)=lim |f(t)dt =0

-
— 00

X +00
lim Fx) = lim jfu)m = jfu)m =1
X — +oo X — +oo el e
En consecuencia F(x) es una funcion de distribuc ién.
0) Veamos a): F(x) creciente = f(x) = F'(X) >0.
Ademas se verifica b):

+00

1= lm Ax) = lm jfu)m = jfu)m

Observacion. 1.2.

En la practica para hacer que una funcion f defi nida positiva e
integrable que no cumpla b) sea funciéon de densidad de alguna variable
+o0
aleatoria continua basta con trasformarla en g = "];—" donde |[f| = I f(t)dt . A
esto se le llama normalizar la funcion de densidad.
Ejemplo 1.1.
Ejemplos de distribuciones de variable continua usadas en Estadistica
son:
- Distribucién normal N(0,1), cuya funcién de de nsidad es de la forma:
, 2
f(x) = — e 2
J2n
ampliamente usada en inferencia estadistica aplicad a a ciencias sociales y
naturales.
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0 si Xx <b
- Distribucién de Pareto: f(x) = ab? 5 que describe la
>

a+l

distribucién de la renta de las personas.

- Distribuciones gamma, beta, de Cauchy y de Lap lace.

Hay otros tipos de distribuciones que sirven de aplicacion en
determinadas parcelas de las ciencias como por ejem plo en Fisica la
distribucion de Boltzmann que permite estudiar la d istribucion de energias

en un sistema de particulas.

1.1. Esperanza matematica.

Proposicion 1.1.1.

Sea X una v.a.c. con funcion de distribucion F y funcion de densidad fy
g: R - Rderivable con g'(x) > (0 para todo x 0 R, entonces:
EXI= [ xfOdx y Elgo)] = [ gt (x) dx

Demostracion:
+00

Supongamos j xf(x)dx O RyX =0.Sea(H ,)nonuna sucesion de particiones

— 00

en intervalos de R*conH ,<H .. yenlaque los intervalos estan dados por:
Bin =[X in,X in *12 Mconx 15 =0,X j1n =Xin +1/2 "i=12,.,n2 "yel
utimo B ..,, =[N+ ). Definimos la sucesion de v.a.s. (X n) COMO sigue:

On ON X o Q o RX (XTBin)=X in 0i=1,2,...,n2 ny

X (X By ) =0
Claramente se trata de una sucesion monétona no decreciente de v.a.s. no
negativas tales que (X n) - (X). Se deduce:
n2"+1

E[X]= lim E[X,= lim ZXiYnF(XDBi’n)=
n-e =]

n-2"

lim " Xi o(KXiq +U2") =Fx;,) + lim n(1-Rn) =
A=) n - 4o

n-2" n-2"

= 0m Y & f(Ga)oe im0 &) () o
i=1 i=1

donde &, OB, ,yaque:

lim njf(x)dx = lim jnf(x)dx < lim jxf(x)dx =0
n — +oo n - 40
n n

n — +oo

0 < lm n(1-Kn)

n
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Ahora bien 0 < &n -X in <1/2 "porlo que considerando la definicion de
la integral de Riemann es:

n-2" n2"

02 Im Y (X~ &n) (&) 20 im o) 18 ) =
i=1 - b

(e AT o -
= [n"ﬂm 2—an(x)dx =01=0

n-2"n +00
. 1
ED) = im > & f(E ) = [ X0
i=1 0
Si X es una v.a.c. cualquiera el resultado se si gue de:

+00 +0o

E[X]=EX ‘l-E[X °]= jxf(x)dx- jyf(—y)dy: jxf(x)dx
0 0 )

+00

Si jxf(x)dx diverge entonces E[X] también diverge en el mismo sentido

como facilmente se deduce del proceso seguido.

Si g es derivable entonces también es continua e Y = g(X) es una v.a. de
funcion de distribucion F g Y funcién de densidad f ¢- Veamos que relacién
tiene con la distribucion F de X.

PX <x)=P(Y  <y=g(x)) =FX=F 4y =

=10=F0=F  J0IK=t Mg =
SEY=9001=  [yfe(ndy = [d0f(ng)de = [ef(x)dx

haciendo el cambio de variable y = g(x).

1.2. Funcion caracteristica.

Segun la definicion 4.3.1 dada en el tema anteri or si X es una v.a.c.
con funcion de densidad f la funcion caracteristica de X sera la
transformada:

+o00

o(t) = J'e"x f(x)dx =E[e ™ ]

—00
Veamos también que en el caso de una variable al eatoria continua X sus
derivadas sucesivas en t = 0 determinan cuales son los momentos de X

respecto al origen.

Teorema 1.2.1.

Sea X una v.a.c. tal que existen los momentos o, de X. Entonces para
+o00
todot O Rexiste ¢"@®)= i" je'”‘ x" f( x)dx y en particular o) =i "o

— 00
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